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Etude des oscillations
Pendule de Pohl

Fiches d’expériences
de physique

Oscillations forcées harmoniques et
chaotiques

Relevé et exploitation avec CASSY

Objectifs expérimentaux

B Relevé de 'amplitude d’un pendule de torsion en fonction de la fréquence d’excitation et de 'amortissement.
B Détermination de la fréquence propre du pendule de torsion.

B FEtude des oscillations chaotiques résultant de la génération de deux positions d’équilibre.
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Notions de base

Les oscillations et les ondes jouent un réle important dans la
nature comme dans le monde technologique. De ce fait,
I'étude des phénomenes associés doit comporter une ap-
proche expérimentale et une approche théorique, toutes deux
favorables a la compréhension des modéles standard et des
lois fondamentales de la physique.

Les oscillations de torsion représentent certes un cas particu-
lier des oscillations mécaniques mais elles permettent quand
méme une analyse approfondie des principaux phénomeénes.

La présente expérience est consacrée a I'étude des oscilla-
tions forcées plus ou moins amorties d’'un pendule de torsion.
En rajoutant des masses sur le pendule, deux positions
d’équilibre (ou positions de repos) sont créées pour ainsi
obtenir un comportement chaotique.
La grandeur physique qui décrit entierement I'état du systéme
a l'instant t donné est I'angle de déviation ¢(f) par rapport a la
position d’équilibre ou de repos (¢ = 0).
L’action exercée par le ressort spiral sur le pendule est don-
née par la loi de Hooke :

Mf =D- (p(t) .
D est ici la constante de raideur et M; la force de rappel que
le ressort exerce sur le pendule.

Fig. 1 Montage expérimental pour I'étude des oscillations forcées.

Un couple mécanique est également exercé sur le pendule
par le frein & courants de Foucault :

M. = k- ¢(t) .
k est ici le coefficient de frottement et ¢(f) la premiére dérivée
temporelle de I'angle de déviation, soit la vitesse angulaire.
La somme de ces deux couples donne le couple total négatif
(puisque opposé)

- My =M + M,

pour lequel on a selon Newton :

My =J-¢(f) .
J est ici le moment d’inertie du pendule et ¢(t) 'accélération
angulaire.
Il s’ensuit :

J-gl)+k- @) +D-@()=0. (1)
L’équation (1) est I'équation du mouvement qui décrit
I'oscillation libre amortie. Il s’agit d’'une équation différentielle
linéaire homogéne commune du deuxieme ordre dont la
solution est claire et connue.
Afin de clarifier les formules, on recourt aux grandeurs sui-
vantes :

 Coefficient d‘amortissement

5= k
T 2J
9 Fréquence propre du pendule non amorti
D
=v =
Wy J

1 Fréquence du pendule amorti

w =V wy? - &,

qui existe seulement pour wy > 0d.
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Matériel Le déphasage dans I'équation (4) est formulé comme suit :
0 * Wex
1 pendule de Pohl............ccociiiiiiiiininin, 346 00 = arctan (Z-W).
1 alimentation CC 0...16 V/0..5 A .oooovvvvvvrvrres 521 546 ) o 0 T )
1 adaptateur secteur pour pendule de Pohl......... 562 793 S%xgﬁgtri‘g:age disparait pour de trés faibles fréquences
2 multimetres LDanalog 20..........cccccceveeeeviininnnn. 531120 Pour de trés grandes valeurs de w,,, le pendule oscille avec
1 cable d’expérimentation 100 cm, bleu............... 500 442 un décalage de 90° ou 1T — en opposition de phase.
2 cables d’expérimentation 100 cm, rouges/bleus, Si la fréquence d’excitation est égale a la fréquence propre,
PAUITES ... 501 46 Soit pour wex, w (le systéme entre en résonance), le dé-

1 capteurde rotation S .........ccccviieeeeeiiiiiiiieeeenn, 524 082 phasage vaut alors 45° ou g . L'excitateur est en avance par
1 SenSOr-CASSY 2. 524 013 rapport au pendu'e.
1 CASSY Lab 2 oot 524 220
1 PC avec Windows XP/Vista/7/8

Dans ce cas, la solution générale de I'équation (1) est de la
forme :

o(f) =e % (A-coswt+B sinw ).

Les constantes A et B sont définies par les valeurs spécifiées

pour I'angle initial ¢(0) = ¢, ainsi que pour la vitesse angu-

laire initiale ¢(0) = @,. On obtient ainsi
ot Py 0

A=g, et B=[(p o 1. (2)

Oscillations forcées harmoniques

Si on soumet le pendule a une excitation extérieure pério-
dique
MEX = Mo sin WEext
on a alors :
Joglt)+k-@t)+D- @) Moy sinwet ©)

La solution de I'équation (3) non-homogeéne est la somme de
la solution homogene de (2) et d’'une solution particuliere de
(3). Une solution particuliére de (3) est la suivante :

o(t) = (po(wex) “SiN(Wext- ). (4)
L’équation (4) intégrée dans (3) donne I'équation suivante
pour 'amplitude aprés avoir subi quelques transformations :

Mo 1

¢ (Wex)

5)
V(w? wed? 0 wel

Etant donné que la solution de I‘équation homogéne pour des
temps importants tend vers 0, I'angle de déviation ¢(t) est
décrit par I'équation (4) aprés un certain temps de stabilisa-
tion. Ce faisant, 'amplitude du pendule (en fonction de la

fréquence d‘excitation) est restituée par la formule (5).

Notons que pour de trés faibles valeurs de la fréquence
d’excitation, 'amplitude ne tend pas vers 0 mais vers la va-
leur fixe M | Par contre, 'amplitude disparait si la fréquence
d‘excitation est tres élevée.

La différentiation (premiére dérivée) de I'équation (5) selon
Wey donne une valeur maximale de I'amplitude qui survient
lorsque

w, =V wy2 -2 &

Cette fréquence est qualifiée de fréquence de résonance.
Notons que pour la valeur limite & 0, 'amplitude maximale
tend vers l'infini et on a :

My 1
®o(Wex) T o wl

On parle ici du phénomeéne de résonance.

(6)

Oscillations chaotiques

L’énergie potentielle du pendule de torsion en fonction de
I'écart angulaire (angle de déviation) est une fonction quadra-
tiqgue dont le graphe est une parabole avec exactement un
minimum lorsque @ =0. Le pendule oscille de part et d’autre
de cette position de repos (position d’équilibre stable, cf. fig.
2, courbe en pointillé).

En rajoutant des masses sur le corps oscillant, on crée deux
positions de repos possibles pour le pendule — a gauche et a
droite de la position de repos sans masses additionnelles
poure O.

L’énergie potentielle est une fonction avec deux minima (po-
sitions de repos stables) entre lesquels il y a un maximum
(équilibre indifférent ou position de repos instable, cf. fig. 2
courbe en trait continu).

Fig. 2 L’énergie potentielle en fonction de la déviation.

Courbe en pointillé : pendule sans masses additionnelles

Courbe en trait continu : pendule avec masses additionnelles
Gréace a l'excitateur, de I'énergie est fournie au systéme en
fonction de la position de phase. Le pendule oscille ainsi en
fonction de la condition initiale de part et d’autre de I'une ou
lautre des positions de repos. Cette oscillation n’est pas
harmonique, tout du moins pour de fortes amplitudes. En cas
d’amplitude ou d’énergie suffisamment grande, le maximum
est dépassé et le corps oscillant se met a osciller de part et
d’autre de I'autre position de repos. Ce faisant la position de
phase de [loscillation du corps oscillant par rapport a
l'oscillation d’excitation change et le corps oscillant est soit
freiné en conséquence, soit encore accéléré. C’est pourquoi il
oscille a présent de part et d’autre de cette position de repos
ou bien il revient immédiatement. Le systéme se comporte de
maniére chaotique. La présente expérience permet
d’observer et de comprendre un tel comportement.
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Montage expérimental

a) Oscillations forcées harmoniques
Le montage expérimental est représenté sur la fig. 1.

1 Visser la tige support dans le capteur de rotation.

1 Enficher avec précaution I'arbre du capteur de rotation S
dans la douille prévue a cet effet du corps oscillant (cf. fig.
3, a gauche). Pour ce faire, ne pas tenir le corps oscillant
afin d‘éviter ainsi un éventuel balourd. Pour la connexion
exempte de glissement des deux arbres, le joint torique
doit étre complétement enfiché sur 'arbre du capteur de
rotation S (fig. 2, a droite).

Fig. 3 Montage du capteur de rotation S sur le pendule de Pohl.
1 Poser avec précaution la tige du capteur de rotation S sur

la table (cf. fig. 4) de facon a ce que les deux arbres
soient bien alignés.
Gréace au poids de la tige, le capteur de rotation S est

maintenu stable sans aucune contrainte mécanique.

E
Fig. 4 Capteur de rotation S raccordé au pendule de Pohl

1 Brancher le capteur de rotation S au Sensor-CASSY 2.

9 Brancher les alimentations ainsi que les instruments de
mesure a |'électro-aimant du frein a courants de Foucault
ou au moteur de I'excitateur (fig. 5).

Remarque de sécurité

Tenir compte du courant maximum admissible par
I'électro-aimant du frein a courants de Foucault :
Imax = 1 A (temporairement 2 A)

Fig. 5 Branchement des instruments de mesure et des alimentations.

9 Attendre pour mettre en marche I'alimentation du frein a
courants de Foucault et le moteur de I'excitateur.

b) Oscillations chaotiques

9 Pour mesurer les oscillations chaotiques, il convient de
fixer des masses (masses additionnelles) sur le corps
tournant du pendule juste a c6té du pointeur indiquant la
déviation. Pour ce faire, veiller a ce que les masses soient
disposées symétriquement de part et d’autre du pointeur
(fig. 6).

91 Légérement écarter le corps tournant dans un sens et
s’assurer qu’il y a la une position de repos puis faire de
méme dans l'autre sens. Au besoin, Iégérement déplacer
les masses additionnelles.

Fig. 6 Mise en place des masses additionnelles pour I'étude des
oscillations chaotiques
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Réalisation
a) Oscillations forcées harmoniques

1 Charger les paramétrages dans CASSY Lab. Ne pas
lancer la mesure tout de suite !

Avec amortissement

1 Réglez un courant faible (env. 0,5 A) sur le frein a cou-
rants de Foucault.

9 Mettre le moteur de I'excitateur en marche et observer la
tension appliguée qui donne lieu a une fréquence
d’excitation wey.

1 Le pendule se met a osciller. Aprés une période transi-
toire d’établissement des oscillations, le corps oscillant
adopte a la fréquence imposée une amplitude constante.

1 Dés que I'amplitude ne change plus, lancer la mesure

dans CASSY Lab avec Lancer la mesure. Apres
avoir relevé la valeur mesurée, immédiatement stopper la

mesure dans CASSY Lab avec 'EE} On ne reléve qu’'une
seule valeur mesurée.

1 Recommencer I'expérience avec d’autres fréquences
d’excitation.

1 Pour ce faire, Iégerement modifier la tension aux bornes
du moteur de I'excitateur et la fin de la période transitoire
d’établissement des oscillations.

1 Enregistrer la nouvelle valeur mesurée avec Gi Pour-
suivre la mesure. Une fois la valeur mesurée relevée,
immédiatement stopper la mesure dans CASSY Lab avec

N. B. : toujours relever les valeurs mesurées avec Efi Pour-
suivre la mesure et non avec '553' Lancer la mesure.

N. B.:

Les valeurs mesurées relevées sont réparties selon une
courbe ainsi que représenté sur la fig. 7.

Si les valeurs mesurées se concentrent seulement sur une
petite section de la courbe, poursuivre la mesure pour les
valeurs manquantes de wegy.

Eteindre I'alimentation du frein & courants de Foucault seu-
lement aprés avoir enregistré suffisamment de valeurs mesu-
rées.

Sans amortissement

1 Eventuellement éteindre I'alimentation du frein a courants
de Foucault.

1 Recommencer les mesures ainsi que décrit ci-dessus.

N. B. :

L’amplitude devient tellement importante pour la fréquence
de résonance (wp) que le corps tournant bute contre les res-
sorts de protection.

Dans ce cas, légérement modifier la tension aux bornes de
l'excitateur.

Relever la valeur mesurée seulement si le corps tournant ne
touche pas les ressorts de protection.

b) Oscillations chaotiques

N. B.:

Le frein a courants de Foucault n’est pas nécessaire pour
cette expérience. Eteindre I'alimentation ou ne pas la bran-
cher.

1 Charger les paramétrages dans CASSY Lab.

1 Mettre le moteur de I'excitateur en marche et observer
I'oscillation.

N. B.:

Veiller non seulement a ce que le corps tournant oscille de
part et d’autre des deux positions de repos mais aussi a ce
quiil alterne entre les positions de repos. Eventuellement
modifier la fréquence d’excitation avec la tension appliquée
aux bornes du moteur de l'excitateur.

1 Si la tension correspondante est réglée, lancer la mesure
dans CASSY Lab avec 'ﬁ}

N. B.:
Relever l'oscillation sur plusieurs minutes afin que la nature
chaotique du mouvement oscillatoire soit bien nette.

9 Stopper la mesure dans CASSY Lab avec {E}
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Exemples de mesure

a) Oscillations forcées harmoniques
Avec amortissement

Un exemple de mesure des oscillations forcées harmoniques,
amorties est représenté sur la fig. 7. Les valeurs mesurées
ont été adaptées conformément a I‘équation (5) (courbe en
trait continu) :

M, 1

¢ (Wex)

Vw2 wed? 6 we?
L’intensité de courant correspondante ainsi que les para-
metres d’ajustement sont récapitulés dans le tableau 1.

Tab. 1 : paramétres pour I'oscillation forcée, amortie

I 1] w Mo
J
0,43 A 28,29 - 199,6 - 5,45-10°
S S S

Sans amortissement

La fig. 8 représente un exemple de mesure des oscillations
forcées harmoniques, non amorties. L'adaptation des valeurs
mesurées a été effectuée conformément a I'équation (6)

My 1
®o(Wex) T (o wl

Les parametres d’ajustement correspondants sont récapitulés
dans le tableau 2.

Tab. 2 : parametres pour I'oscillation forcée, non amortie

| w %
J
0A 195,5 - 5,27-10° &
S s

Il'y a « phénoméne de résonance » pour la fréquence propre.

Les courbes théoriques (5) et (6) sont parfaitement confir-
mées par les valeurs mesurées.

N. B. : sur les figures 7 et 8, ce n’est pas I'angle de déviation
qui est représenté en cm mais la déviation proportionnelle a
I'angle de déviation.

Am

cm
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Fig. 7 Courbe de résonance des oscillations forcées harmoniques,
amorties
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Fig. 8 Courbe de résonance des oscillations forcées harmoniques,
non amorties (les axes ne sont pas gradués pareil : une comparaison
immédiate est ainsi possible entre I'oscillation amortie du diagramme
supérieur et 'oscillation de la fig. 7)




P1.5.3.4

LD Physique

b) Oscillations chaotiques

Sur les figures 9 et 10, sont représentés I'angle de déviation
en fonction du temps pour une durée d’env. 9 minutes et une
partie de celui sur seulement 100 secondes.

On ne voit aucun motif récurrent ni aucune période récur-
rente. Il n'est donc pas possible de prédire quoi que ce soit
pour la déviation. Le systéme n’est pas déterministe, il se
comporte de maniére chaotique.

o 90

-45

-90

Fig. 9 Oscillations chaotiques : enregistrement sur 9 minutes

o 90
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U |
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Fig. 10 Oscillations chaotiques : enregistrement sur 100 secondes

Le diagramme de phases, avec par ex. la vitesse en fonction
du lieu, peut étre considéré comme une représentation gra-
phique alternative de la dynamique d’un systéme physique,
dans le cas présent, la vitesse angulaire (la premiére dérivée
temporelle de I'angle de déviation) en fonction de I'angle de
déviation. Les courbes résultantes sont qualifiées de trajec-
toires dans I'espace des phases.

On sait du domaine des mathématiques que les trajectoires
dans 'espace des phases ne se coupent pas pour des solu-
tions déterministes de I'équation du mouvement (dans le cas
d’une solution claire connue pour des temps t quelconques).
Par ailleurs, ces trajectoires sont des courbes closes en cas
de mouvement périodique. La fig. 11 illustre le diagramme
des phases pour le pendule chaotique sur une durée
d’environ 10 minutes. La forme spiralée des trajectoires et le
fait que différents points du plan soient encerclés sont des
caractéristiques typiques d’'un mouvement chaotique.

w
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Fig. 11 Diagramme de phases du mouvement chaotique. On ne voit
aucune trajectoire close.
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